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Wintersemester 2004 /05 12. November 2004
Definitionen:

Stirling Approximation
n 1
n! =+v2mn <E> <1 +06 (—))
e n

Aufgabe 1 16 Punkte

Aufgabe 1 a) 5 Punkte
Zeigen Sie, dass lg(n!) = O(nlgn) gilt.
Losung

Zu zeigen: lg(n!) = ©(nlgn). Es gibt zwei mogliche Beweise:

1. Mittels der Stirling Aproximation:

le(n!) — lg(v2mm <9)" (1+0 (1)>)

€ n

- () () 0 1)
= lg(V2mn) +nlgn —nlge +1g (1+@ (ﬁ))

mit f(n) + g(n) = O(max(f(n), g(n)) (siche 1. Ubungsblatt) folgt:
1
lg (\/27?71) +nlgn —nlge+1g (1 +06 (—)) =0O(nlgn)
n
2. Mittels Summenbeschréankung:

lg(n!) = gk
k=1

1



Bestimmen einer oberen Schranke:

Zlgk < Zlgn =nlgn
k=1 k=1

Bestimmen der unteren Schranke:

n

Ylgk > > gk
k=1

k=[n/2]

(n —[n/2] +1)1g([n/2])
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Aufgabe 1 b)
Zeigen Sie, dass n! = o(n") gilt.
Losung

Zu zeigen: n! = o(n") bzw. lim, o 75 =0

vamn () (1+@())

(e ()

Somit ist

|
lim = — nm_<v2””>-1m1<1+()(1)>
n—oo nn n—oo en n—oo n

Aufgabe 1 ¢)

Zeigen Sie, dass o(g(n)) Nw(g(n)) gleich der leeren Menge ist.

Losung

Zu zeigen: o(g(n)) Nw(g(n)) =0
Beweis durch Widerspruch
Annahme: Es existiert ein f(n) € o(g(n)) Nw(g(n)).

Es existieren zwei mogliche Wege, den Widerspruch herzuleiten:

1. Dann existiert ein ng,, so daf fiir alle ¢; > 0 gilt
0< fn) <cagn)

2

4 Punkte

3 Punkte



fiir alle n > ng,. AuBlerdem existiert ein ny,, so daf fiir alle co > 0 gilt
0 < cag9(n) < f(n)

fiir alle n > ng,. Fir ng = max(ng,, ng,) und fiir ein beliebiges ¢ > 0 fithrt dies
aber zum Widerspruch, da

cg(n) < f(n) <cg(n)
nicht gelten kann.

2. Aus der alternativen Definition von o und w folgt:

und

was nicht beides gleichzeitig moglich ist. Daraus folgt der Widerspruch.

Aufgabe 1 d) 4 Punkte

Seien f(n) und g(n) asymptotisch nicht-negative Funktionen. Zeigen oder widerlegen
Sie folgende Aussagen:

O(g(n)) = 4(n) = O(f(n)
Olg(n)) = 2/ = O(2107)

L f(n)
2. f(n)
3. f(n) +o(f(n)) =0O(f(n))

Losung

1. Gegenbeispiel: f(n) =n und g(n) = n?.

2. Gegenbeispiel: f(n) = 2n und g(n) = n.

3. Zu zeigen: f(n)+o(f(n)) =O(f(n))
Sei
g(n) = o(f(n)).

Dann existiert ein ng, so daf} fiir alle n > ng gilt:
0<g(n) <cf(n)

3



fiir alle ¢ > 0. Mit ¢ =1 gilt

0< f(n)+g(n) <2f(n)

fiir alle n > ng. Also ist

Auflerdem gilt
Also ist

Somit gilt



