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Definitionen:

Θ-Notation

Θ(g(n)) := {f(n)|∃c1, c2, n0 > 0 : ∀n ≥ n0 : 0 ≤ c1g(n) ≤ f(n) ≤ c2g(n)}

O-Notation

O(g(n)) := {f(n)|∃c, n0 > 0 : ∀n ≥ n0 : 0 ≤ f(n) ≤ cg(n)}

Aufgabe 1 6 Punkte

Aufgabe 1 a) 2 Punkte

Seien f(n) und g(n) asymptotisch nicht negative Funktionen. Zeigen Sie:

max(f(n), g(n)) = Θ(f(n) + g(n))

Verwenden Sie die Definition der Θ-Notation!

Lösung

Sei
h(n) = max(g(n), f(n))

Zu zeigen: Es existiert c1, c2, n0 > 0, so daß für all n ≥ n0 gilt:

0 ≤ c1(f(n) + g(n)) ≤ h(n) ≤ c2(f(n) + g(n))

Da f(n) und g(n) asymptotisch nicht negativ existiert ein n0, so daß für alle n ≥ n0

gilt:
0 ≤ f(n) ≤ f(n) + g(n)

und
0 ≤ g(n) ≤ f(n) + g(n)
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und somit:
0 ≤ h(n) ≤ f(n) + g(n).

Außerdem gilt für alle n ≥ n0:

0 ≤ f(n) + g(n) ≤ 2h(n)

Somit gilt für alle n ≥ n0:

0 ≤ 1/2(f(n) + g(n)) ≤ h(n) ≤ f(n) + g(n)

Aufgabe 1 b) 2 Punkte

Seien a und b zwei beliebige Konstanten mit b > 0. Zeigen Sie:

(n+ a)b = Θ(nb)

Lösung

Es gilt geeignete Konstanten c1, c2, n0 > 0 zu finden, so daß für alle n ≥ n0 gilt:

0 ≤ c1n
b ≤ (n+ a)b ≤ c2n

b.

Es gilt:
n+ a ≤ n + |a| ≤ 2n, falls |a| ≤ n.

und:
n + a ≥ n− |a| ≥ (1/2)n, falls |a| ≤ (1/2)n.

Somit gilt:
0 ≤ (1/2)n ≤ n+ a ≤ 2n, falls n ≥ 2|a|.

Da b > 0, ist dies äquivalent zu:

0 ≤ (1/2)bnb ≤ (n+ a)b ≤ 2bnb.

Somit sind die gesuchten Konstanten c1 = (1/2)b, c2 = 2b und n0 = 2|a|.

Aufgabe 1 c) 2 Punkte

Sei ai jeweils eine beliebige Konstante mit ad > 0. Zeigen Sie:

d∑

i=0

ain
i = Θ(nd)

Lösung

Sei:
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f(n) = adn
d + ad−1n

d−1 + . . .+ a1n+ a0,

und
g(n) = nd

Dann gilt:

lim
n→∞ f(n)/g(n) = lim

n→∞(ad + ad−1/n+ . . .+ a1/n
d−1 + a0/n

d)

= ad + 0 + . . .+ 0 + 0

= ad

Somit kann ein ε mit 0 < ε < ad gewählt werden, für das ein nε existiert, so daß für
alle n > nε gilt:

ad − ε < f(n)/g(n) < ad + ε.

Daraus folgt:
(ad − ε)g(n) ≤ f(n) ≤ (ad + ε)g(n)

Aufgabe 2 12 Punkte

Sei r eine beliebige positive Konstante. Geben Sie für folgende Summen asymptoti-
sche Grenzen mittels der Θ-Notation an.

Aufgabe 2 a) 4 Punkte

n∑

k=1

lg k

Lösung

Wir bestimmen zunächst eine obere Schranke:

n∑

k=1

lg k ≤
n∑

k=1

lg n = n lg n.

Die untere Schranke schätzen wir mit einem Integral ab (Die Stamfunktion von lg x
ist x lg x− x)

n∑

k=1

lg k = lg 1 +
n∑

k=2

lg k

≥
∫ n

1
lg x dx

= n lg n− n+ 1

> n lg n− n
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Wegen n lg n − n = Ω(n lg n) existieren die gesuchten c1 und n0. Wähle außerdem
c2 = 1.

Aufgabe 2 b) 4 Punkte

n∑

k=1

2k/k!

Es genügt zu zeigen, daß die Reihe durch Konstanten beschränkt ist.

Lösung

Wir benutzen das Quotientenkriterium für Reihen. D.h. wir müssen zeigen, daß:
∃r < 1 : an+1

an
< r:

2n+1

(n+1)!
2n

n!

=
2n+1 · n!

2n · (n + 1)!

=
2

n+ 1

Es gilt: 2/(n+1) < 1 für n > 2, und jedes Reihenglied ist positiv. D.h. wähle n0 > 2.
Da die Reihe konvergiert, existiert eine Konstante c > 0 so daß 0 ≤ ∑n

k=1 2k/k! < c.

Aufgabe 2 c) 4 Punkte

n∑

k=1

kr

Lösung

Wir bestimmen zunächst eine obere Schranke:

n∑

k=1

kr ≤
n∑

k=1

nr = nr+1.

Um eine untere Schranke zu bestimmen, splitten wir die Summe:

n∑

k=1

kr =

dn
2
e−1∑

k=1

kr +
n∑

k=dn
2
e
kr

≥
n∑

k=dn2 e
kr
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≥
n∑

k=dn2 e

⌈
n

2

⌉r

=
(
n−

⌈
n

2

⌉
+ 1

)⌈
n

2

⌉r

≥
(
n−

⌈
n

2

⌉
+ 1

)(
n

2

)r

=
(⌊
n

2

⌋
+ 1

)(
n

2

)r

>
(
n

2

)r+1

Somit gilt:
n∑

k=1

kr = Θ(nr+1)

mit c1 = (1/2)r+1, c2 = 1 und n0 = 1.

Aufgabe 3 2 Punkte

Zeigen oder widerlegen Sie folgende Aussage:

22n = O(2n)

Lösung

Zu zeigen:
22n 6= O(2n)

Widerspruchsbeweis: Seien c, n0 > 0 Konstanten, für die gilt:

0 ≤ 22n ≤ c2n

für alle n ≥ n0. Daraus folgt aber
2n ≤ c

was ein Widerspruch zur Unbeschränktheit der natürlichen Zahlen ist.
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