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Definitionen:
©-Notation

O(g(n)) = {f(n)|Fe1,ca,n0 > 0:Vn > ng

10 < eig(n) < () < cag(n)}

O-Notation
O(g(n)) == {f(n)|3c,no > 0:Yn = no : 0 < f(n) < cg(n)}
Aufgabe 1 6 Punkte
Aufgabe 1 a) 2 Punkte

Seien f(n) und g(n) asymptotisch nicht negative Funktionen. Zeigen Sie:

maz(f(n),g(n)) = O(f(n) + g(n))

Verwenden Sie die Definition der ©-Notation!

Losung

Sei

h(n) = max(g(n), f(n))

Zu zeigen: Es existiert ¢y, co, ng > 0, so dafl fiir all n > ny gilt:

0 < ea(f(n) +9(n)) < h(n) < co(f(n) +g(n))

Da f(n) und g(n) asymptotisch nicht negativ existiert ein ng, so daf8 fiir alle n > ng

gilt:

0 < f(n) < f(n)+g(n)

und

0<g(n) < f(n)+g(n)
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und somit:
0 < h(n) < f(n)+g(n).
Auflerdem gilt fiir alle n > ng:

0 < f(n)+g(n) < 2h(n)

Somit gilt fiir alle n > ng:

0 <1/2(f(n) + g(n)) < h(n) < f(n) +g(n)

Aufgabe 1 b) 2 Punkte

Seien a und b zwei beliebige Konstanten mit b > 0. Zeigen Sie:

(n+a)" = O(n)

Losung

Es gilt geeignete Konstanten ¢, co, ng > 0 zu finden, so daf fiir alle n > ng gilt:

0<en’ < (n4a)’ <eml.

Es gilt:
n+a<n+lal <2n, falls |a| < n.
und:
n+a>n-—|al > (1/2)n, falls |a] < (1/2)n.
Somit gilt:

0<(1/2)n <n+a < 2n, falls n > 2|al.

Da b > 0, ist dies dquivalent zu:
0 < (1/2)n® < (n+a)® < 20
Somit sind die gesuchten Konstanten ¢; = (1/2)°, ¢; = 2° und ng = 2|a|.

Aufgabe 1 ¢) 2 Punkte

Sei a; jeweils eine beliebige Konstante mit ay > 0. Zeigen Sie:

Losung

Sei:



f(n) = agm® + ag_1n*t + ...+ an + ao,

und

g(n) =n?

Dann gilt:

JLIgOf(n)/g(n) = Ji_)rglo(ad+ad_1/n+...+a1/nd_1+a0/nd)
— ag+0+... 040

—= a’d

Somit kann ein € mit 0 < € < ayg gewahlt werden, fiir das ein n. existiert, so daf} fiir
alle n > n, gilt:

ag—€ < f(n)/g(n) < aq+e.

Daraus folgt:
(aa —€)g(n) < f(n) < (aa + €)g(n)

Aufgabe 2 12 Punkte

Sei r eine beliebige positive Konstante. Geben Sie fiir folgende Summen asymptoti-
sche Grenzen mittels der ©-Notation an.

Aufgabe 2 a) 4 Punkte
Z lg k
k=1

Losung

Wir bestimmen zunéchst eine obere Schranke:

Zlgk < Zlgn =nlgn.
k=1 k=1

Die untere Schranke schitzen wir mit einem Integral ab (Die Stamfunktion von lg
ist xlgx — )

Ylgk = lgl+ > lgk
k=1

k=2
> /lg:c dx
1

= nlgn—n+1
> nlgn—n
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Wegen nlgn —n = Q(nlgn) existieren die gesuchten ¢; und ng. Wiahle aulerdem
Cy — 1.

Aufgabe 2 b) 4 Punkte

n

> 2k k!

k=1

Es geniigt zu zeigen, dafl die Reihe durch Konstanten beschriankt ist.
Losung

Wir benutzen das Quotientenkriterium fiir Reihen. D.h. wir miissen zeigen, daf:
Jr <12 <

an

nrnl . 2Mhnl
o 2n(n+ 1)
2
 n+1

Es gilt: 2/(n+1) < 1 fiir n > 2, und jedes Reihenglied ist positiv. D.h. wihle ny > 2.
Da die Reihe konvergiert, existiert eine Konstante ¢ > 0 so dafi 0 < Y°7_, 2% /k! < c.

Aufgabe 2 ¢) 4 Punkte
> K
k=1

Losung

Wir bestimmen zunéchst eine obere Schranke:
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Somit gilt:

mit ¢; = (1/2)", ¢y =1 und ny = 1.

Aufgabe 3

2 Punkte

Zeigen oder widerlegen Sie folgende Aussage:

2% = 0(2")
Losung
7 zeigen:
Widerspruchsbeweis: Seien ¢, ng > 0 Konstanten, fiir die gilt:
0<2% < 2"
fiir alle n > ngy. Daraus folgt aber
2" < ¢

was ein Widerspruch zur Unbeschrénktheit der natiirlichen Zahlen ist.



